









水 の 波 と ソ リ ト ン
基礎 工学部 角 谷 典 彦(豊:中4490)
ここ2,3年間 に,SprillgerのτopiGsinGurrellt:physiGsや・So■id-state
SGiencesのシ リーズ,そ の他に"ソ リトン"を 表題 とする本が相 次いで刊行 され,一 方国内で も物
理学会誌(1981年11月 号)や 数理科学(1980年5月 号)に ソリトン塒集が組まれ,今 や ソ リトン ・
花ざか りの観が ある。たま たま非線形波動 の仕事を してい る筆者 のところに,長 谷田編集委員長が 「ソ1
リトンについて何か書け 」とい う注文 をされたのはそ のせいではない かと思ってい る。一 方,「 低温セ
ンターだ より」は阪大オ リジナルをモ ッ トーにされ,必 ず しも"国 内外の早耳情報や新 しい展開の解認
などは期 待されては いないよ うである(1981年7月 号編集後記)。 実際,最 近の ソ リトン界の進展の
速 さと広が りはあれよあれよとい うわけで,素 人 どころか筆 者に も到底 フォローで ぎない様相を呈 して
いる。そ こで,こ こでは ソ リトンの プロトタイプを生みだ した水 の波 を例にとり,よ く言 われる 駅非線
形性 と分散性 とゐ:釣合 ってソ リトンになる"と い うのは どうい うことかとい う澄話 を簡単 にさせて頂 こ
うと思 う。
自然界にお・こる波動現 象の うちで 泳 の波'ほど澄な じみの ものはないで あろ うQ音 は 目に見えないし,
光が波だ といわれて も素人は困惑する。 これに くらべて水の波は毎 日風 呂桶で観察 でぎるし,池 に小石
を投げて もよい。海 岸にでかければ,い つで もよせてはかえす波があ る。時には津波 となってわれわれ
を襲 うこともある。今か ら約150年 程前,ス コッ トラン ドのScot尤一Russe工がた'また'ま運河 でみ
つけ,馬 に乗 って追いかけた とい う孤 立波(こ れが今 日ソ リトンと呼ばれ る波 の最初の発見である1)
も'また水 の波の1つ の現 われであるQ
重力や表 面張 力を復元力とす る水(zkに限 らず一・般の液体で もよい)の 波は上記のよ うに身近な現 象
ではあるが,い ざま ともに解析 しよ うとす るとなかなか面倒である。それは水 面の もりあがりとい う未
知の境界に対す る非 線形 の境界値問題 になるか らで,完 全流 体の渦なし流 とい う理 想的な場合 を考えて
も大変 厄介であ り,厳 密解の得 られた例は殆ん どない。 もちろん多 くの波動系 と同様,波 の振 幅4が 波
長 λや水深 存に くらべて 充分小 さい として線形近似を行えば,そ の分散関係式(正 弦波 を仮定 した とき
の波灘 差と角振動数 ωの関係。線形化 すれば調和分解が可能で あり,正 弦 波を仮定 することができる。




で与え られ る(こ の式 の天下 りは知許 し願 いたい)。 ただ し,ρ は水の密度,8は 重力加速度,σ は表
面張力を表 わす 。σ ぬ2/(ρ8')は重力に対す る表 面張力の相対効果を与え る。従 つて,波 長 λ(=2π/海)
が λm≡2π 〉石 ア(水 の場合 約1.7Gm)に くらべて充分長い波に対 しては表 面張力の影響
は無視 で ぎ,い わ ゆる重 力波になる。更に波長が水深に くらべて充分長い場合,す なわち耀 《1の 場
合 には,ta,nh.(ゐ丑)を 展開すれば,
一5一
ω 一>7ア た{1一(紹)2/6+・ ・・…}
とな り,浅 水重力波になる。これは,最 低 次の近似で,ω が たに比 例する無分散の波であり,そ の比例
定数 であ る位相速度C(=ω/彦)は>7万 で与え られ,浅 いところ程遅 くなる。遠浅の海岸に うち
ょせる波 の波頭線ガ梅 岸線にほぼ平行 になるのは このためである(屈 折の法則を思い出 して頂 ぎたい)。
展開の第2項 は有限深 さによる弱い分散効果 を与え,波 長が短 くなる(ゐ が大 ぎ くなる)に つれてその
位相速度が減少す ること.を示 している。
一 方,振 幅が有限になって,σ/質 が無視で ぎな くなると,波 速CはV痂 「 の代 りに,.実効的な深
さとして 〃十 ん(ゐ は局所的 な水 面のもりあが りで,有 限 とはい って もHに くらべては小 さいとする)
をとったC=8・(窟 十 乃)と.な る。こ うなると,も りあがった ところ(乃>0)で は くぼんだ とこ
ろ(,ゐく0)よ り伝播速度が速いため に,波 の前面がけわ しくなって 曜ξつ ったち"遂 には くだけて行 く・
これ も遠浅の海岸でよ く見 られ る現 象である。 ところが,こ こで上記の分散効果が共存すれば ど うなる
であろ うか。波がけわ しくな りつったつとい うのは,波 数 空間でみ れば,高 波数の成分がつ ぎつ ぎに励
起 されることを意味す る。一方(線形近似によれば)高 波数の波ほど分散がよ く効 く。分散が効 くとい う
ことは,(ゐ,ω)面 の分散関係の曲線が原点 を通 る直線か らずれることを意味 し;そ れだけ 盈の大 ぎ
い成分は励起 されに くくな る。従 って,弱 い非線形の場 合,有 限振幅の効果 による波のつったちと,そ
れ を勘 さえ ようとす る分散の効果 が うま く釣合 うと,波 は全体として波形を変えず一定速度で伝わる可
能性がでて くる。実際,Kor七ewegとdeVries(1895)は,8/E蟹(好1)2≡ ε(ε は
小 さいが有限)の 条件をみたす乏 き,水 面のも りあが りゐが,κ 方向に速 さC「/『 互 で進む系か ら
みた とぎ
毎+・ ・一鋒+・1}髪 一 ・
で記述 でぎることを示 した(K-dV方 程式)。 ただしα=3c/(2H),β=CE『/6,'は 時間。
ここで一定速度で波形を変えずに進行す る波 があるかど うかを調べるために,
乃(κ,の=ぬ(ξ),ξ;τ 一A',A:定 数
と澄 くと,K-dV方 程式 は2度 積分で ぎて,
÷(暑華)・+・ω 一E,・ ω ≡,α,が一 か ・+勘
を得 る。ただし,B,Fは 積分定数 ・これは非調和ボテンシヤル γ(の の もとで運動す る全エネルギ
ーEの 単位質点の運動 と等価であ り,海 は一般にJaGOわiの 楕円関数cnで 表わ され る周期解(Gn
にちなんでクノイダル波 と呼ぶ)と な り,確 かに定常進行波が可能となる。と くに,そ の周期無限大 の
極限(E,Fを 適 当にえ らぶ ことに相 当す る)と して,つ ぎの孤 立波解:
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h-AseGh・{〉 霧(・ 一α、馬)},・ ・騰
を得る・これだけな ら別に どうとい うことはな く,約90年 前にKOrtewegとdeVrie白 自身が
この解 を既 に求めて知 り,約150年 も前にSGott一:Russe■が 駅自然 界"で 見つけていたのである1
それ が今 日各方面か ら注 目されているのは何 故だろうか。まずGar(1nerとMorik:awa,(1960)
が彼 らの名 で呼ばれる変換 を導入 してK-dV問 題 を"近 代化"し,無 衝突 プラズマ中の磁気音波 もま
た同じ方 程式で支配 され ることを示 し,っ ついてZa'buskyとK:rUsk:a工(1965).が,この孤 立波
が極めて安定で・非線形相互 作用に もかかわ らず,そ の個性(波 形や速 さ)を 失わず,あ たか も粒子の
よ うな側 面を持つことを数値的に見出 し"ソ リトン"と い ラ新概念 を導入 した(so■ita、ryと粒子の
接尾語 一〇nの 組 合せ。 日本語 ならさしず め 『孤 立子"と い うところか)。 そのわずか2年 後にGar一
αn.prら(1967)が逆散乱法 にょってK-dV方 程式の初期値 問題 を解析的に解 く処方箋 を与 え,ソ
リトンがSG:hrod.inger演算子の束縛状態に対 応す ることを見出 し,ひ ぎつ づぎLax(1968)が
これを数学的に よ.り一般的な形に定式化 するのに成功 した。一方,種 々の特異摂動法の発展に よって,
一 見無関係にみえるいろん な分野(流 体力学,プ ラズマ物理,非 線形光学,格 子力学,電 子回路網等)
の複雑 な非綜形 波動系が,あ る状況の下 で,比 較的 簡単 な発 展方程式(K:一d.V方程式はその1つ の典
型 である)に 帰着で ぎることが相次いで明 らかになって来た。しかも,そ の結果として得られ る発展方
程式 のかな りの もの(現 在で は少 くとも30種 といわれる)が 前記の逆散乱法そ の他によって厳密 に解
け,い ずれ もソ リトンを解 として持つ ことが判明 して来 たのである。これ らの方程式 に特長的なことは,
いずれ も無限個 の保存量を もつ完全 可積分 な系になっているというこ とで ある。
か くして,ソ リトンこそ非線形波動 系の不変の要 素であ り.,あとはそれ を基礎 にして一般論 が展開で
きるとす る向 ぎもあるが,こ れは楽観的 な物理屋の 駝線形思考"の くせである ように思われ る。たしか
に,ソ リ トンは今迄に見つか った非線形波動の タイプとしては著 しい特性 を持つ ものではあるが,同 時
に,水 の波の例でみ たよ うに,ソ リトンが現われ るのは"あ る特定 の条件"が 満たされる時で あって,
筆者には ソ リトンとい うのは一種の"層 流状態"に 対応 しているように思える6こ の意味 で,`これ も最
近やかま しい カオスが 駅乱流状 態"に 対応す るよ うに思 うが如 何 なものであろうか。こ う簡単 にぎめつ
けると,楽 観的な流体屋の悪い くせ だと叱 られそ うである。以上い ささか旧聞に属す る話題 で,.かつオ
リジナ リティのない澄 話になってしまったが澄許 し頂ぎたい。
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